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@ Struény uvod do klasické predikatové logiky

e Popisuje klasicka logika nasi intuitivni realitu?
e Vicehodnotova logika
e Fuzzy logika-specialni priklad vicehodnotové logiky

© Existuje néjaka velka hromada?
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Jazyk predikatové logiky

Jazyk predikatové logiky se sklada z

(1) predikatovych symbold P, Q, ... uritého typu,
(2) funkénich symboll f, g, ... urcitého typu,

(3) terml t, s, ...,

(4) formuli v, 0, ....

predikatové symboly: <, = MalaHromada( )
funkeni symboly: +, x, ®, SpojDvaSymboly( , )




Struény uvod do klasické predikatové logiky

Definition (Konstrukce termu)




Struény uvod do klasické predikatové logiky

Definition (Konstrukce termu)

(1) Kazda proménnd je term.




Struény uvod do klasické predikatové logiky

Definition (Konstrukce termu)

(1) Kazda proménnd je term.
(2) Jestlize f je n-arni funkéni symbol a t;, o, . . . , t, jsou termy,
pak f(ty,...,ty) je term.




Struény uvod do klasické predikatové logiky

Definition (Konstrukce termu)

(1) Kazda proménna je term.

(2) Jestlize f je n-arni funkéni symbol a t;, o, . . . , t, jsou termy,
pak f(ty,...,ty) je term.

(3) Term je pouze to, co je vytvoreno v predchozich krocich.




Struény uvod do klasické predikatové logiky

Definition (Konstrukce termu)

(1) Kazda proménna je term.

(2) Jestlize f je n-arni funkéni symbol a t;, o, . . . , t, jsou termy,
pak f(ty,...,ty) je term.

(3) Term je pouze to, co je vytvoreno v predchozich krocich.

(x+y)+z, sin(y+z)xu, SpojDvaTermy(x,yyyy)
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Definition (Konstrukce formuli)

(1) Rovnost dvou termd t; = 1 je formule.

(2) Jestlize P je n-arni predikat a ty, . .., t, termy, pak
P(t,...,ty) je formule.

(3) Jestlize v, o jsou formule, pak Y Ao, Vo, — o, )
jsou formule.

(4) Jestlize v je formule s volnou proménnou x, pak
(Vx)1, (3x)v jsou formule, kde x neni volna promeénna.

MalaHromada(1)

(Vx)(MalaHromada(x) — MalaHromada(x + 1))
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(2) Logickych axiomu predikatové logiky, tj. specialnich
formuli, které jsou prohlaSeny za pravdivé "a priori".

(3) Odvozovacich pravidel, napf. pravidla modus ponens ve

tvaru
v,y = o
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Example (Priklady logickych axiomu predikatoveé logiky)

(v = 0) <= (-0 = —) (= dukaz sporem)
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Kdy je formule pravdiva?

S logikou souvisi dva typy pravdivosti:

(1) Syntakticka pravdivost = Formalni pojem pravdivosti
zaloZeny na formalnich pravidlech v dané logice.
Symbolicky -

(2) Sémanticka pravdivost = Pojem pravdivosti zaloZzeny na
vyznamoveé interpretaci dané logiky v néjakém modelu.

Symblicky = v
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Sémanticka pravdivost v logice

Pojem "pravda" se intepretuje v modelu.

Definition (Model predikatové logiky)

Stavebnimi prvky modelu jsou:
(1) Néjaka mnozina A,

(2) Predikat P v mnoziné A, jakozto interpretace
predikatového symbolu P,

(3) Funkce f v mnoziné A, jakoZzto intepretace funkéniho
symbolu f.

(4) Ohodnoceni w volnych proménnych x, tj. x — w(x) € A.

(5) Interpretace logickych spojek A,V, = ,— v
pravdivostnich hodnotach {true, false}.
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Pravdivost formule v modelu

Vysledkem intepretace formule v v modelu (A, P,f, w) je
pravdivostni hodnota ||v|| € {true, false}

Necht ¢ = MalaHromada. Model je definovan takto:

(1) A = mnozina pfirozenych Cisel,

(2) Interpretace predikatu MalaHromada je podmnozina
malahromada = (1,10°) C A,

(3) Ohodnoceni x je definovano napf. jako w(x) = 10°.

Pak ||¢||(w) = malahromada(10°) = true, protoze

10° € malahromada.
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Pravdiva formule (nezavisle na volbé modelu)

Definition
Formule v je pravdiva (symbolicky = ), kdyZz v kazdém
modelu je ||| = true.

Necht 1) je formule. Pak

Fy e Ea.
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Popisuje klasicka logika nasi intuitivni realitu?

Pravdivost versus intuitivni pravdivost formuli

V realném zivoté Casto pro jednotlvé formule nepouzivame
exaktni pravdivost

=,
pouzivame urcitou intuitivni pravdivost

):I'nfv

vychazejici z nasich zkusnosti.
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Vystihuje exaktni logika dobfe nase intuitivni vnimani
pravdivosti, tj. plati nasledujici "metavéta"?



Popisuje klasicka logika nasi intuitivni realitu?

Vztah mezi exaktni a intuitivni pravdivosti

Vystihuje exaktni logika dobfe nase intuitivni vnimani
pravdivosti, tj. plati nasledujici "metavéta"?

Pro kaZdou formuli +) plati vztah

):¢ = ):int .
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Priklad exaktné pravdivé formule

Theorem (Véta o Matematické indukci)

Necht 1)(n) je formule s volnou proménnou n. Necht

= 4(0),
= (Vn e N)(¢(n) = ¢(n +1)).

Pak |= (Vn € N)y(n).
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Intuitivni verse véty o matematické indukvci

Theorem (Intuitivni véta o Matematické indukci)
Necht +(n) je formule s volnou proménnou n. Necht

|:int 1/}(0)7
Fint (V0 € N)(4(n) = ¢(n+1)).

Pak |=int (VN € N)y(n).
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Intuitivni verse véty o matematické indukvci

Theorem (Intuitivni véta o Matematické indukci)
Necht +(n) je formule s volnou proménnou n. Necht

|:int 1/}(0)7
Fint (V0 € N)(4(n) = ¢(n+1)).

Pak |=int (VN € N)y(n).

Otazka: Plati tato intuitivni verse?
Odpovéd : Neplati
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Pak intuitivné jisté plati
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Priklad - problém matematické indukce

Necht v(n) popisuje formuli "n zrnek pisku netvofi velkou
hromadu".

Pak intuitivné jisté plati

(1) Eint ¥(0),tj. nula zrnek netvori velkou hromadu.
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Priklad - problém matematické indukce

Necht v(n) popisuje formuli "n zrnek pisku netvofi velkou

hromadu".

Pak intuitivné jisté plati

(1) Eint ¥(0),tj. nula zrnek netvori velkou hromadu.

(2) Eint ¥(n) = ¥(n+ 1), . jestlize n zrnek netvori velkou
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Priklad - problém matematické indukce

Necht v(n) popisuje formuli "n zrnek pisku netvofi velkou

hromadu".

Pak intuitivné jisté plati

(1) Eint ¥(0),tj. nula zrnek netvori velkou hromadu.

(2) Eint ¥(n) = ¥(n+ 1), . jestlize n zrnek netvori velkou
hromadu pak také n + 1 zrnek netvofi velkou hromadu.

Pokud = = i, pak podle véty o matematické indukci by
meélo platit
Fint (VN € N)ip(n),

tj. neexistuje zadna velka hromada zrnek pisku.
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Priklad - problém pravidla modus ponens

V predikatové logice by platilo nasledujici odvozovaci pravidlo:

mam alespon 2 vlasy, mam vlasy = nejsem pleSaty
nejsem plesaty i

Ve skuteCnosti vSak intuitivné vime, ze se 2 vlasy jsem zcela
jisté plesaty.
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Neprijemny vysledek

Zaver:existuje rozpor mezi nasim intuitivnim myslenim a
myslenim v souladu s predikatovou logikou

Theorem (metavéta o nerovnosti exaktni a intuitivni

pravdy)

): 7é |:int
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Jak problém vyresit?

Dvé moznosti feSeni:
(a) Prizpusobit nase intuitivni mysleni exaktni logice,
(b) Prizplsobit exaktni logiku nasemu intuitivnimu mysSleni.



Popisuje klasicka logika nasi intuitivni realitu?

Jak problém vyresit?

Dvé moznosti feSeni:
(a) Prizpusobit nase intuitivni mysleni exaktni logice,
(b) Prizplsobit exaktni logiku nasemu intuitivnimu mysSleni.

Varianta (b) = Vicehodnotova logika
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Vicehodnotova logika

V ¢em spociva podstata problému?

Example (Priklad problému - lidsky faktor)

U ¢asti formuli popisujicich realitu nelze jednoznacné
rozhodnout, zda jejich pravdivostni hodnota je bud’ 0 nebo 1:
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V ¢em spociva podstata problému?

Example (Priklad problému - lidsky faktor)

U ¢asti formuli popisujicich realitu nelze jednoznacné

rozhodnout, zda jejich pravdivostni hodnota je bud’ 0 nebo 1:

(1) "Jsem plesaty" muze byt pravdivy s jistym stupném
pravdivosti mezi 0 a 1.




Vicehodnotova logika

V ¢em spociva podstata problému?

Example (Priklad problému - lidsky faktor)

U ¢asti formuli popisujicich realitu nelze jednoznacné
rozhodnout, zda jejich pravdivostni hodnota je bud’ 0 nebo 1:

(1) "Jsem plesaty" muze byt pravdivy s jistym stupném
pravdivosti mezi 0 a 1.

(2) Hromada n zrnek pisku odpovida pojmu "velkd hromada" s
riiznym stupném pravdivosti v zavislosti na velikosti n .

v




Vicehodnotova logika

Ohodnocené formule - mozné reseni problému

Definition

Ohodnocena formule vicehodnotové logiky je dvojice v/ a,
kde v je formule predikatové logiky, a (tzv. stupen pravdivosti
formule) je néjaka hodnota z usporadané struktury Q (= obor
pravdivosti hodnot, napt. interval [0, 1]).




Vicehodnotova logika

Ohodnocené formule - mozné reseni problému

Definition

Ohodnocena formule vicehodnotové logiky je dvojice v/ a,
kde v je formule predikatové logiky, a (tzv. stupen pravdivosti
formule) je néjaka hodnota z usporadané struktury Q (= obor
pravdivosti hodnot, napt. interval [0, 1]).

1(n) je formule "n zrnek pisku netvofi velkou hromadu". Pak
muzeme napt. stanovit

9(n)/(1 = o)
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e Fuzzy logika-specialni priklad vicehodnotové logiky



Struktura pravdivostnich hodnot fuzzy logiky

Definition
Strukturou pravdivostnich hodnot ve fuzzy logice je obecné tzv.
residuovany svaz (Q,M, U, ®, —)




Struktura pravdivostnich hodnot fuzzy logiky

Definition

Strukturou pravdivostnich hodnot ve fuzzy logice je obecné tzv.
residuovany svaz (Q,M, U, ®, —)

Example (Lukasiewiczova algebra)

([0, 1], min, max, ®, —),kde

a®b=max(0,a+b—1),a— b=min(1,1 —a+ b)
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Predikatova fuzzy logika

Predikatova fuzzy logika nad residuovanym svazem Q2 se
sklada z

(1) jazyka klasické predikatové logiky (viz predchozi)

(2) ohodnocenych logickych axiomu klasické predikatové
logiky, tj. specialnich formuli, které jsou prohlaseny za
pravdivé se stupném 1

(3) ohodnocenych odvozovacich pravidel, napf. pravidla
modus ponens ve tvaru

Y/a,(p = o)/b
o/a®b




Prace s ohodnocenymi formulemi

Necht v/ a, ¢/b jsou ohodnocené formule, kde a, b jsou z
Lukasiewiczovy algebry [0, 1].Pak definujeme

(1) Stupen pravdivosti (¢ A ¢) je min(a, b),

PV p) je max(a, b),
—-p)jea— 0,

= p)jemin(1,1 —a+b).

(2) Stupen pravdivosti
(3) Stupen pravdivosti
(4) Stupen pravdivosti

—_~




Priklad

Necht (n)/(1 — 357) ie ohodnocena formule "n zrnek pisku
netvofi velkou hromadu". Pak pravdivostni hodnota formule

P(n) = ¢(n+1)
e

n n+1 1

mln(1,1—1+W+1—

S07) - Voo
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Vztah fuzzy logiky a pojmu pravda

S fuzzy logikou souvisi také dva typy pravdivosti:

(1) Formalni pojem stupné pravdivosti zalozeny na formalnich
(syntaktickych) pravidlech v dané logice.

(2) Interpretovany pojem stupné pravdivosti zalozeny na
vyznamove interpretaci (sémantice) dané logiky v
néjakém modelu.



Vysledek interpretace formule

(1) Vysledkem syntaktické interpretace formule v je
syntakticky stupen pravdivosti formule, symbolicky

Fa .

(2) Vysledkem sémanticke interpretace formule v je
sémanticky stupen pravdivosti formule, symbolicky

Fa 1.




Fuzzy mnoziny

Definition (Fuzzy mnoziny)

Necht U je mnozina. Pak fuzzy mnozina v U (s hodnotami v
residuovaném svazu Q) je zobrazeni A : U — Q, symbolicky
AC U.




Fuzzy mnoziny

Definition (Fuzzy mnoziny)

Necht U je mnozina. Pak fuzzy mnozina v U (s hodnotami v
residuovaném svazu Q) je zobrazeni A : U — Q, symbolicky
AC U.

U= ([0,120]), AC U

representuje "mladé lidi". Pak Ize napf. definovat
A(10) = 1, A(30) = 0.8, A(45) = 0.3 atd.

A\




Model fuzzy logiky

Definition

Modelem fuzzy logiky v mnoziné U je zpUsob, jak kazdé formuli
¥ z fuzzy logiky s volnou proménnou x pfifadit fuzzy mnozinu
|| c U tak, ze pokud pro u € U je ve fuzzy logice dana
ohodnocena formule v(u)/a, pak musi byt a = ||¢||(v). Pokud
1 je uzaviena formule, pak ||| € Q.




Model fuzzy logiky

Definition

Modelem fuzzy logiky v mnoziné U je zpUsob, jak kazdé formuli
¥ z fuzzy logiky s volnou proménnou x pfifadit fuzzy mnozinu
[4]] € U tak, Ze pokud pro u € U je ve fuzzy logice dana

ohodnocena formule v(u)/a, pak musi byt a = ||¢||(v). Pokud
1 je uzavrena formule, pak ||¢| € Q.

| \

Example (Priklad konstrukce modelu formuli)
(M) Nl Acli(x) = [l¥l(x) @ [lof(x),

(2) [[¥ = al(x) = [[LlI(x) = [lof(x),

@) [(vx)yll = Alllvll(y) : y € U} € Q,

@ @)l = V{llvl(y) : y € Ut € Q.




Vztah mezi sémantikou a syntaxi

Theorem
Pro uzavrenou formuli ) ve fuzzy logice plati

Fq 9

prave kdyz existuje model fuzzy logiky v néjaké mnoziné U
takovy, Ze ||| = 1.




© Existuje néjaka velka hromada?
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Velka hromada pisku

Necht «(n) je formule "hromada n zrnek pisku neni velka".
Uvazujme nasledujici ohodnocené formule:

(1) »(0)/1,
(2) ((vn)y(n) = ¥(n+1))/(1 — &), kde e = 157

Existuje fuzzy model takovy, Ze
1Em—p(n)ll = 1,

t.

F1 (3n)—y(n).
Tedy alespori pro jedno n existuje hromada pisku z n zrnek,
ktera je velka.




Idea dukazu

Budeme definovat model formule +(n) v mnoziné pfirozenych
Cisel N (tj. fuzzy mnozinu ||| € N) nasledovné:

[11(0) =1, [[¢li(n+1) = [[¢[l(n) @ (1 —e).
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Idea dukazu

Budeme definovat model formule +(n) v mnoziné pfirozenych
Cisel N (tj. fuzzy mnozinu ||| € N) nasledovné:

[11(0) =1, [[¢li(n+1) = [[¢[l(n) @ (1 —e).

V Lukasiewiczoveé algebre Ize ukazat, ze

[ll(n) =1 —ne

Pak ale také Ize ukazat

1(vn)¢p(n) = »(n+1)|| = /\ [91l(n) = ([[p(n] © (1 =€) =
—/\ S[[plmu(t—e)=1-¢

Tedy se opravdu jedna o model formule .



Lze dale dokazat, ze plati

|(3n)—y || = \/ I=¢ll(m) = \/ me =1

Tedy 1 (3n)—.



Dékuji za pozornost
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